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ПРИЛОЖЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

К ИССЛЕДОВАНИЮ ОДНОЙ МОДЕЛИ 

ЭКОНОМИЧЕСКОЙ ДИНАМИКИ 

Аннотация. В анализе потребления и сбережения интересен вопрос вы-

явления факторов, оказывающих влияние на их динамику. Он актуален по сей 

день, поскольку сбережения являются главным источником инвестиций. Да и в 
целом, без комплексного анализа потребления и сбережения нет целостного 

(системного) представления об экономической динамике. С этой целью иссле-

дователи прибегают к различным научным и междисциплинарным методам, но 

неизменно «в тренде» остается применение экономико-математического моде-
лирования. 

В статье даeтся описание модели оптимального поведения потребителя 

при наличии бюджетного ограничения. Предлагаемая модель, по сравнению с 
классической задачей микроэкономики, имеет ряд особенностей, которые вле-

кут за собой специфичность ее исследования. Целью статьи является каче-

ственный анализ этой модели с использованием методов теории оптимального 

управления. 
Статья содержит подробное описание этапов исследования модели, при-

водятся результаты и экономическая интерпретация полученных выводов.  

На основе проведенного исследования модели потребителю даны реко-
мендации по оптимальному распределению финансовых средств в зависимости 

от значений числовых данных поставленной задачи. 
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APPLICATION OF OPTIMAL CONTROL TO THE ANALYSIS  

OF ONE MODEL OF ECONOMIC DYNAMICS  
Abstract. In the analysis of consumption and savings, the question of identify-

ing factors that influence their dynamics is interesting. It is relevant to this day, since 

savings are the main source of investment. In general, without a comprehensive anal-

ysis of consumption and savings, there is no holistic (systemic) view of economic 
dynamics. To this purpose, researchers resort to various scientific and interdiscipli-

nary methods, but the use of economic and mathematical modeling remains invaria-

bly "in trend". 
In this article a model of optimal consumer behavior in the presence of budget 

constraints is described. The proposed model, in comparison with the classical prob-
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lem of microeconomics, has a number of features that entail the specificity of its re-

search. The purpose of the article is a qualitative analysis of this model using meth-

ods of optimal control theory. 

The article contains a detailed description research stages of the model, the re-
sults and the economic interpretation of the findings are presented. 

Based on the conducted research of the model, recommendations to the con-

sumer on the optimal distribution of financial resources depending on the values of 

the numerical data of the problem are given. 
Keywords. Utility; saving; economic dynamics; optimal control; qualitative 

analysis. 

 
На сегодняшний день весьма актуальной является задача определения оп-

тимального соотношения инвестиций и потребления [1, 2, с. 6–223], равно как и 

исследование математических моделей, формализующих такого рода задачи [3–9].  

Как известно, цена на рынке устанавливается из равенства спроса и предло-
жения [2, c. 8–10]. С одной стороны, речь идет о спросе на услуги и товары, обу-

словленные их ценностью для потребителей. В экономической теории, как извест-

но, спрос на товары есть решение задачи максимизации полезности потребителя.  
С другой стороны, можно говорить о спросе на активы, который опреде-

ляется его способностью приносить доход в будущем. C точки зрения матема-

тического моделирования это означает, что его нужно учитывать не в функции 

полезности, описывающей предпочтения индивида, а в бюджетном ограниче-
нии, описывающем все доходы индивида (в том числе и от обладания активом). 

Приведенные выше рассуждения приводят к возможности построения оптими-

зационной модели потребления.  
В данной статье рассматривается постановка и анализ задачи оптимиза-

ции поведения потребителя [10, c. 14]. По своей форме, задача похожа на стан-

дартную микроэкономическую задачу: потребитель желает максимизировать 

полезность от потребления, не выходя за имеющиеся рамки бюджетного огра-
ничения. Однако особенностями такой задачи являются:  

– выбор потребительских расходов на товары и услуги в течение опреде-

ленного периода жизни;  
– аргументами функции полезности являются объемы потребления в раз-

ные периоды времени;  

– бюджетное ограничение теперь имеет динамический характер;  

– потребитель имеет возможность перераспределять доходы: если потре-
битель имеет возможность накапливать богатство, потребление может быть 

выше текущего дохода; 

Результаты качественного анализа модели интерпретированы экономиче-

ски. Также даны рекомендации по оптимальному распределению финансовых 
средств потребителя в зависимости от значений параметров модели. 

 

1. Постановка задачи и ее математическая формализация   

Дадим описание задачи экономической динамики потребления и сбере-

жения некоторого потребителя на протяжении временного периода .  
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Положим потребитель в некоторый начальный момент времени  име-

ет денежные средства в размере  ден. ед. Далее величина этих средств увели-

чивается с постоянным темпом  и в каждый момент времени  промежутка 

 равна  ден. ед. Допустим,  – это доля имеющейся на момент  

суммы  которую потребитель тратит на покупку благ и товаров 

( , вторая доля составляет сбережения,  > 0 – это коэффициент 
дисконтирования потребления («параметр нетерпеливости»). С ростом этого ко-

эффициента увеличивается значимость сегодняшнего потребления по сравнению 

с будущим. Цель потребителя – получить к конечному моменту  периода  

желаемую сумму денежных средств в размере  при этом максимизировать 

суммарное дисконтированное потребление за весь временной период   
Математическая модель поставленной задачи представляет собой следу-

ющую задачу оптимального управления [10, с. 9; 11, с. 109]: 

 

                                       (1) 

  ,                     (2) 

                                            (3) 
 

2. Качественный анализ модели 

Проведем исследование модели (1)–(3) с помощью теории оптимального 

управления [10, с. 9; 11, с. 109]. 
Запишем функцию Понтрягина  

 

                              (4) 
 

и сопряженное уравнение  

 

. 
 

Легко видеть, что решение сопряженного уравнения таково: 
 

                                                (5) 
 

где  – произвольная константа. 
Запишем условие максимума [11, с. 109; 12, с. 36] функции (4) по управ-

лению , учитывая (5) 
 

 
 

После вынесения множителя  это условие запишется в виде 

 

                                    (6) 
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Поскольку функция линейна по управлению, из 

условия (6) оптимальное управление имеет вид: 

 

,                         (7) 

 

Исследуем поведение функции переключения [11, с. 109; 12, с. 36]. 
Возможны два случая. 

1. Предположим, что  

Очевидно, функция  Кроме того, на по-

ведение функции  оказывает влияние значение : 

– если , то  и управление   

– если то ситуация аналогична предыдущей; 

– если , то  возрастает и пересекает ось  в одной единствен-
ной точке. Иначе говоря, существует один момент переключения управления 

 

,                                                         (8) 

 

найденный из условия  и принадлежащий отрезку  если выполне-
но условие  

 

                                                (9) 
                            

Следовательно,  

–  если  то оптимальное управление  , а со-
ответствующая ему фазовая траектория является решением задачи Коши (2): 

 
– если  оптимально следующее управление 
 

                                            (10) 

 

где  определяется формулой (8). 
Далее найдем оптимальную траекторию, соответствующую управлению 

(10). Из уравнения (2), с учетом его начального условия и (10), имеем 

 на промежутке  Поскольку фазовая переменная непрерыв-

на на всем отрезке , то в точке переключения  

. Тогда на отрезке  траектория является реше-

нием следующей задачи 
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и определяется формулой 

 

. 

 

В итоге, оптимальная траектория на отрезке  имеет вид 
 

                  (11) 

 

Необходимость выполнения условия  на правом конце отрез-

ка , накладывает дополнительное условие на существование полученной 
экстремали (10), (11): 

 

   

 
Из последнего соотношения находим 

 

 
 

Учитывая, что экстремаль (10), (11) получена при условии (9)  имеем 
условие ее существования: 

 

                                      (12) 

 

2. Теперь положим, что  В этом случае анализ проводится анало-
гично первому случаю. Оптимальное управление имеет переключение в той же 

точке (8) отрезка  с с  на  на с  на   
Аналогично:  

– если  то оптимально управление  , а состо-
яние процесса на всем временном промежутке таково: 

 
– если  оптимальное управление  
 

                                            (13) 

 

где  определяется формулой (8). 
Найдем вторую составляющую оптимального процесса – состояние ди-

намической системы, соответствующее управлению (13): 

– на полуинтервале  при  для нахождения фазовой траекто-
рии снова применим метод вариации произвольной постоянной уже с началь-

ным условием . Получим 
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                                    (14) 

– на отрезке  при  получим, что задача Коши   
 

,  

 
имеет следующее решение 

 

.                                    (15) 

 

Стыкуя функции (14) и (15) в точке  получим оптимальную фазовую 
траекторию, соответствующую управлению (13),   

 

                        (16) 

 

Выполнение условия  обеспечивает соотношение 
 

   

 

Отсюда  
Условия существования экстремали (13), (16) имеет вид неравенства 

 

                                                   (17) 

 
Приведем экономическую интерпретацию полученных результатов про-

веденного качественного анализа модели. В зависимости от соотношения нор-

мы дисконтирования  и темпа роста  денежных средств  потребителя и 

величины вклада в суммарное дисконтированное потребление рекоменду-
ется одна из двух стратегий действий потребителя. 

Первая стратегия применяется, если соотношение параметров задачи та-

ково, что они удовлетворяют условию (12), то до момента времен , опреде-
ляемого формулой (8)), рекомендуется сбережение средств, а после этого мо-

мента производится расход средств на потребление. При этом динамика денеж-

ных средств отражается формулой (11). Если же при  вклад в суммарное 

дисконтированное потребление мал ( ) , то в период времени  все 

средства расходуются только на потребление.  
Вторая стратегия: если соотношение параметров задачи таково, что они 

удовлетворяют условию (17), то до момента времен  (см. (8)) приветствуется 
политика потребления, а затем вплоть до конца рассматриваемого периода вре-

мени необходимо осуществлять сбережения. При этом динамика денежных 
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средств отражается формулой (16), а их величина к моменту  достигнет жела-

емого уровня  Если же вклад в дисконтированное потребление небольшой 

( ), то в течение всего периода времени  рекомендуется осуществ-
лять накопление средств.  
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